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la a p l ic a b i l id a d d e la s m is m a s ( Á lv a r e z , Á n g e l,

C a r r a n z a y S o le r - Á lv a r e z , 2 0 1 4 , p . 7 6 ) .

D ic h a s a c t iv id a d e s s e p u e d e n categorizar

e n lo s p r o c e s o s d e conjeturar y argumentar,

t a l y c o m o lo p r o p o n e n Á lv a r e z e t á l . (2014).

D e n t r o d e l p r o c e s o d e c o n je t u r a r s e g e n e r a n

a c c io n e s q u e e s t á n l ig a d a s a :

• la visualización d e lo s o b je t o s m a t e m á t i-

c o s , c o n e l f in d e id e n t i f ic a r c a r a c t e r í s t ic a s

y p o s ib le s r e la c io n e s q u e s e p u e d e n d a r

e n t r e e l la s , e s t o b a s a d o e n e l c o n o c im ie n -
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m a c ió n o b t e n id a a t r a v é s d e la v is u a l iz a c ió n
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s im b ó l ic a - y a s e a n s í m b o lo s m a t e m á t ic o s

o lo s s í m b o lo s d e la le n g u a e s c r i t a - la s

r e g u la r id a d e s id e n t i f ic a d a s , c o n e l p r o -

p ó s it o d e p r o c e d e r a la verificación d e la

c o n je t u r a , a c t iv id a d b a jo la c u a l s e h a d e

c o n v e n c e r a o t r o s y a s í m is m o d e q u e la
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A s í , s ig u ie n d o a Á lv a r e z e t á l . (2014), la s

a c t iv id a d e s a n t e r io r m e n t e d e s c r i t a s e s t r u c -

t u r a n y c o n s o l id a n e l p r o c e s o m a t e m á t ic o
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F o rm u la c ió n d e l

p ro b le m a

(p ro b le m a

p la n te a d o

m a te m á t ic a m e n te )

V a lid a c ió n

I C o h e re n c ia in te rn a IGFEDCBA

Im a g e n 1. E le m e n to s b á s ic o s d e la c o n s t r u c c ió n d e m o d e lo s , to m a d a d e M E N , 1 9 9 8 .

d e c o n je tu r a r , y s i s e lo g ra q u e e n la s a u la s d e m a te -

m á t ic a s d e lo s d iv e rs o s n iv e le s a c a d é m ic o s lo s e s tu -

d ia n te s s e a c e rq u e n a e s te t ip o d e a c t iv id a d e s a tra v é s

d e p ro p u e s ta s d e e n s e ñ a n z a e n fo c a d a s e n la s o lu c ió n

d e p ro b le m a s , s e e s ta rá a p o r ta n d o a l d e s a r ro llo d e s u

p e n s a m ie n to m a te m á t ic o , p u e s d e m a n e ra e s p e c í f ic a , la

a c t iv id a d d e f o rm u la r c o n je tu r a s s e a r t ic u la d e m a n e ra

d ire c ta c o n e l p ro c e s o g e n e ra l d e m o d e la c ió n , e l c u a l

e s tá a s o c ia d o c o n la a c c ió n d e g e n e ra r u n m o d e lo m a te -

m á t ic o -c o n ju n to d e s ím b o lo s y re la c io n e s m a te m á t ic a s

(B ie m b e n g u t, s / f ) - q u e p e rm ite e x p re s a r la in te r re la c ió n

e n tre e l m u n d o re a l -o b je to d e e s tu d io - y la s m a te m á t i-

c a s (M E N 1998, M E N 2006), m o d e lo q u e s e h a d e p o n e r

a p ru e b a lIe v á n d o lo d e re g re s o a l m u n d o re a l a tra v é s d e

la a c t iv id a d d e v a lid a c ió n ( Im a g e n 7 ) .

P a ra e m p re n d e r e l t ra b a jo e n e l a u la d e c la s e c o n e s te

t ip o d e a c t iv id a d e s y p ro c e s o s , s e p ro p o n e s a lir d e la ru -

t in a y u n p o c o d e la tra d ic ió n d e a b o rd a r n ú m e ro s p o -

lig o n a le s 1, p o r lo q u e s e p re s e n ta u n a ta re a re la c io n a d a

c o n n ú m e ro s p o lié d r ic o s o f ig u ra d o s tr id im e n s io n a le s ,

lo s c u a le s s e p u e d e n m o d e la r f ís ic a m e n te a p ila n d o re -

p re s e n ta c io n e s d e u n n ú m e ro p o lig o n a l (C o n w a y y G u y ,

1995). U n a m u e s tra d e e s te t ip o d e n ú m e ro s s o n lo s q u e

s e p u e d e n re p re s e n ta r p o r m e d io d e la c o n s tru c c ió n d e

p o lie d ro s re g u la re s , c o m o e s e l c a s o d e lo s o c ta é d r ic o s

o lo s te tra é d r ic o s ; o lo s re p re s e n ta d o s p o r p o lie d ro s e s -

t re lla d o s , c o m o e s e l c a s o d e lo s n ú m e ro s o c ta n g u la re s - .

L o s n ú m e ro s o c ta n g u la re s o d e la e s tre lla o c tá n g u la , s e

c o n s id e ra n c o m o u n a s u c e s ió n d e n ú m e ro s q u e s e c a ra c -

te r iz a p o r re p re s e n ta r la c a n t id a d d e "p u n to s '< n e c e s a r io s

p a ra c o n s tru ir u n p o lie d ro e s tre lla d o n o c o n v e x o , q u e s e

e n c u e n tra c o m p u e s to p o r d o s te tra e d ro s e n m a c la in s c r i-

to s e n u n c u b o , d e ta l fo rm a q u e la s a r is ta s d e la e s tre lla

c o r re s p o n d e n a la s d ia g o n a le s d e la s c a ra s d e l c u b o y lo s

v é r t ic e s d e e s ta c o in c id e n c o n lo s d e l m is m o c u b o . D ic h o
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p o lie d ro p la tó n ic o d u a l, s e g ú n lo re g is tra G u il le n (1997),

fu e n o m b ra d o p o r P a c io li c o m o O c ta e d r o n e le v a tu m y

re d e s c u b ie r to p o r J o h a n n e s K e p le r (1571-1630) e n 1609,

q u ie n s e d e d ic ó a e s tu d ia r lo y lo re n o m b ró c o m o S te / la

o c ta n g u la (p a la b ra s e n la t ín ) , ta m b ié n c o n o c id o c o m o la

e s tre lla d e K e p le r ( Im a g e n 2 ) .

Im a g e n 2. E s t r e l la d e K e p le r .

Ahora sí... ia trabajar!

E s ta p ro p u e s ta lle v a a l a u la d e matemáticas" u n a a l-

te rn a t iv a m e to d o ló g ic a q u e p a r te d e la fo rm u la c ió n d e

s itu a c io n e s p ro b le m a d e n tro d e l c o n te x to p ro p io d e la s

m a te m á t ic a s y q u e in te g ra e l p e n s a m ie n to n u m é r ic o y

s is te m a s n u m é r ic o s c o n e l p e n s a m ie n to e s p a c ia l y s is te -

m a s g e o m é tr ic o s (M E N , 1998), a p o r ta n d o a l d e s a r ro llo

d e l p e n s a m ie n to m a te m á t ic o a tra v é s d e lo s p ro c e s o s

g e n e ra le s d e la m o d e la c ió n , la c o m u n ic a c ió n y la re s o lu -

c ió n d e p ro b le m a s . A s í , s e p ro p o n e tra b a ja r c o n la e s tre -

l la d e K e p le r , c o m o o b je to d e e s tu d io a tra v é s d e l c u a l, y

re s o lv ie n d o ta re a s , s e a b o rd a rá n a lg u n a s d e la s a c t iv id a -

d e s m a te m á t ic a s m e n c io n a d a s e n lín e a s a n te r io re s .

Ideas y Recursos

pltidildde

"'lIDSea

nsigna;

T e n ie n d o

d e K e p le r

la re s p e c t iv a

D e a c u e r

d e p re s e n ta r

la consttucck

se recotniend

V e o , v e o . . . •

P a ra d a r p a

q u e c o m p o n e

c a ra s , p irá m id e

ta rs e a la ta re a

e n c a d a u n a

C o n b a s e e

e s ta b le c e r u n

tru c c ió n d e l o

www.noveduu



illen (1997),JIHGFEDCBA

e le v a tu m QPONMLKJIHGFEDCBAy

) e n 1609,

c o m o S t e l l a

id o c o m o la

• S4 u n a a l-

u la c ió n d e

ro p io d e la s

n u m é r ic o y

c ia l y s is te -

a l d e s a r ro l lo

s p ro c e s o s

y la re s o lu -

c o n la e s tre -

- d e l c u a l, y

la s a c t iv id a -

y R e c u r s o s

Imagen

Posición P , P 2 P 3 P 4 P s P 24

Cantidad de
puntos en 14 51 124 245 27624 ?

cada posiciónCBA

L a t a r e a

Consigna:

T e n i e n d o e n c u e n ta la a n t e r i o r s e c u e n c i a , d e t e r m i n a r e l n ú m e r o d e ' 'p u n t o s ' ' n e c e s a r i o s p a r a a r m a r l a e s t r e -

l l a d e K e p l e r d e l a p o s i c i ó n n - P n - . ¿ Q u é c a r a c t e r i z a a l a c a n t i d a d d e p u n t o s ( d i c h o s n ú m e r o s ) r e q u e r i d o s p a r a

l a r e s p e c t i v a c o n s t r u c c i ó n ?

D e a c u e rd o c o n la s c a ra c te r ís t ic a s d e l g ru p o d e e s tu d ia n te s c o n e l q u e s e e s té t ra b a ja n d o , e s v ia b le q u e a n te s

d e p re s e n ta r e l e n u n c ia d o d e la t a r e a r - s itu a c ió n p ro b le m a - , s e tra b a je c o n m a te r ia l m a n ip u la t iv o q u e p e rm ita

la c o n s tru c c ió n f ís ic a d e a lg u n a s d e la s e s tre l la s y s in o d e to d a s la s q u e s e p re s e n ta n e n la s e c u e n c ia , p a ra e llo

s e re c o m ie n d a n lo s n a n o d o t s s , e l o r ig a m i, la p la s t i l in a , e n tre o tro s ( I m a g e n 3 ) .

+

P a ra d a r p a s o a la s o lu c ió n d e la ta re a , s e p ro p o n e h a c e r e s p e c ia l é n fa s is e n la a c t iv id a d d e v i s u a l í z a r lo s e le m e n to s

q u e c o m p o n e n la s e s tre l la s o c ta n g u la re s . A u n q u e s e re c o n o c e y c o n s id e ra v a r ie d a d d e e le m e n to s (v é r t ic e s , a r is ta s ,

c a ra s , p irá m id e s , c u b o s , e tc . ) , la id e a a q u í d e s a r ro l la d a s e fu n d a m e n ta e n la e x p e r ie n c ia d e u n e s tu d ia n te a l e n fre n -

ta rs e a la ta re a , q u ie n e n e s ta p r im e ra p a r te d e l p ro c e s o d e v is u a liz a r , id e n t if ic ó u n o c ta e d ro y o c h o te t ra e d ro s , u n o

e n c a d a u n a d e la s c a ra s d e l o c ta e d ro ( I m a g e n 4 ) .

C o n b a s e e n lo a n te r io r , la ta re a g e n e ra l s e s u b d iv id e e n d o s ta re a s p a r t ic u la re s . E s ta p r im e ra t ie n e c o m o f in a lid a d

e s ta b le c e r u n m o d e lo m a te m á t ic o p a ra lo s n ú m e ro s q u e c a ra c te r iz a n la c a n t id a d d e p u n to s n e c e s a r io s e n la c o n s -

t ru c c ió n d e l o c ta e d ro v is u a liz a d o e n la a c t iv id a d a n te r io r . D ic h a ta re a s e fo rm u la a s í :

N O V E D A D E S E D U C A T I V A S · N ° 2 9 2 • A b r i l 2 0 1 5 11

I m a g e n 3. E s t r e l l a d e K e p l e r c o n s t r u i d a e n d i v e r s o s m a t e r i a l e s .

V e o , v e o . . . zqué v e o ? - v i s u a l i z a r -

I m a g e n 4. V i s u a l i z a c i ó n d e e l e m e n t o s q u e c o m p o n e n l a e s t r e l l a d e K e p l e r .

U n a p r i m e r a t a r e a . . . m á s s e n c i l l a

www.noveduc.com



Tarea A. Ocfaedro: Teniendo en cuenta lo visualizado, determinar el número de "puntos" necesarios para

armar el octaedro de la posición n -On-

•WVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~ H ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI 0 ,

9 2 2 4 . . . ?

••
° 1 ° 2 ° 3 °4 ° 5

C a n t i d a d d e

p u n t o s e n c a d a

o s i c i ó n

6 1 9 3 4 8 5

O tr a v e z , ¿ v e s ? - v is u a l iz a r -

N u e v a m e n te , s e id e n t i f ic a q u e d e m a n e ra in s t in t iv a e l e s tu d ia n te p o n e e n p r á c t ic a la a c t iv id a d m a te m á t ic a d e vi-

sualizar, m e d ia n te la c u a l id e n t i f ic a la c a n t id a d d e p u n to s n e c e s a r io s p a r a c o n s t r u ir lo s o c ta e d r o s d e la s p r im e ra s t r e s

p o s ic io n e s , d e s c r ib ie n d o ? d ic h a c a n t id a d a p a r t i r d e la a c c ió n d e a d ic io n a r p u n to s a la f ig u r a d e la p o s ic ió n a n te r io r ,

u b ic á n d o lo s e n a r r e g lo s c u a d r a d o s " d e b a jo " d e la b a s e c u a d r a d a d e m a y o r ta m a ñ o .

P o s i c i ó n Im a g e n V i s u a l i z a c i ó n

S e o b s e r v a e l in ic io d e la s e c u e n c ia . H a y u n " p u n to " .

• •° 1

E n la c o n s t r u c c ió n d e l o c ta e d r o d e la p o s ic ió n d o s - 0 2 - s e u t i l iz a n c in c o " p u n to s " m á s

q u e e n la p o s ic ió n u n o - 0 1 - ' t a l q u e c u a t r o q u e d a n d is p u e s to s e n fo rm a c u a d r a d a d e -

b a jo d e l p u n to d e la p o s ic ió n a n te r io r , y e l " p u n to " a d ic io n a l d e b a jo d e e s to s c u a t r o .

° 2

P a ra e l o c ta e d r o d e la p o s ic ió n - 0 3 - s e o b s e r v a q u e s e u s a n t r e c e " p u n to s " a d ic io n a -

le s a lo s d e la p o s ic ió n - 0 2 - ' d e ta l fo rm a q u e b a jo lo s c u a t r o " p u n to s " q u e fo rm a n

e l c u a d r a d o d e la p o s ic ió n - 0 2 - s e e n c u e n t r e n n u e v e " p u n to s " , y b a jo e s to s n u e v e ,

lo s c u a t r o r e s ta n te s , te n ie n d o e n c u e n ta q u e c a d a n u e v o c o n ju n to d e " p u n to s " e s tá

d is p u e s to e n fo rm a c u a d r a d a .

° 3

C a b e a n o ta r q u e a u n q u e s e d e s c r ib e lo o b s e r v a d o a te n d ie n d o a la c a n t id a d d e p u n to s q u e s e añadían a la p o s i-

c ió n a n te r io r y s u d is p o s ic ió n p a r a la c o n s t r u c c ió n d e l o b j e t o " , e n a d e la n te s e t r a b a ja c o n la c a n t id a d d e p u n to s tota-

les q u e c o m p o n e n e l c u e r p o g e o m é t r ic o d e c a d a p o s ic ió n ; a p a r t i r d e lo c u a l s e i lu s t r a u n o d e lo s p o s ib le s c a m in o s

a s e g u ir .

z c ó r n o s e c o m p o r ta n ? . . r e g u la r id a d e s , p a t r o n e s

C o n lo s in s u m o s q u e p r o v e e la a c t iv id a d d e v is u a l iz a r y a n te s d e in te n ta r m o d e la r u n a e x p r e s ió n q u e in d iq u e la

c a n t id a d d e p u n to s n e c e s a r io s p a r a la p o s ic ió n -On-' s e p r o p o n e determinar la cantidad de ''puntos'' que s e nece-

sitan en la posición - 0 2 4 - ' E n e s te m o m e n to s e in d u c e a l e s tu d ia n te a r e c o n o c e r .c a r a c te r ís t ic a s e n r e la c ió n c o n la

c a n t id a d d e p u n to s q u e s e h a n id o a d ic io n a n d o y e l to ta l d e e s to s , p a r a c a d a u n a d e la s p o s ic io n e s e s tu d ia d a s h a s ta

e l m o m e n to , lo q u e lo l le v a a d e s c o m p o n e r d ic h a c a n t id a d e n s u m a n d o s , y r e e s c r ib i r la e n v a r ia s o c a s io n e s , s e g ú n s e

o b s e r v a e n la s ig u ie n te ta b la .

P o s i c i ó n
° 1 ° 2 °3 °4

P u n t o s T o t a l e s 1 6 1 9 3 4

D e s é o m p 'o s i c i ó n 1 1 + 5 1 + 5 + 1 3 1 + 5 + 1 3 + 2 5

R e f o rm u l a c i ó n # 1 1 1 + 1 + 4 1 + 1 + 4 + 4 + 9 1 + 1 + 4 + 4 + 9 + 9 + 1 6

R e f o rm u l a c i ó n # 2 1 1 2 + 1 2 + 2 2 1 2 + 1 2 + 2 2 + 2 2 + 3 2 1 2 + 1 2 + 2 2 + 2 2 + 3 2 + 3 2 + 4 2

F a c t o r i z a c i ó n 1 2 [ 1 2 ] + 2 2 2 [ 1 2 + 2 2 ] + 3 2 2 ( 1 2 + 2 2 + 3 2 ] + 4 2

• N O V E D A D E S E D U C A T IV A S · N ° 1 9 1 • A b r i l 2 0 1 5 Ideas y Recursos

A p ro n u n c

C o n e s ta s j

primeras pos

posición se cc

'mero de la)

e la cantida.

1 números G

¿ S e rá ~ u e s i

L u e g o d e E

c o m p a ra n d o

C o m o s e - I

p u n to s to ta le

c o n q u e la c o

A h o ra . . . p a

A p a r t i r d e

d e d e te rm in a

d e s c r ib e a s í :

P a r a s im p l i1

s o n d i f í c i le s d

r e p r e s e n t a s , 1 1

S e g u id o d e

p e rm ite c a lc u l

S e g u n d a t e

C o n la in fo

lo s r e s p e c t iv o

g e n e r a l- . E s te

p u n to s n e c e s

s e h a d e r n u h

d e s c r ib e a c o

w w w .n o v e d u c .



?VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

in d iq u e la

e s e EDCBAn e c e -

e ó n c o n la

a d a s h a s ta

y R e c u r s o sKJIHGFEDCBA

A p ro n u n c ia r s e . . . F o rm u la r c o n je tu r a s

C o n e s ta s fo rm a s d e re e s c r ib ir la c a n t id a d to ta l d e p u n to s q u e c o n fo rm a c a d a u n o d e lo s o c ta e d ro s d e la s c u a t r o

p r im e ra s p o s ic io n e s , a t r a v é s d e s u m a n d o s y p o te n c ia s , la r e g u la r id a d e x p re s a d a e s : "10 c a n t i d a d d e p u n t o s e n u n a

p o s i c i ó n s e c o n f o r m a d e d u p l a s d e n ú m e r o s n a t u r a l e s a l c u a d r a d o e n u n a u n i d a d a n t e r i o r a l a p o s i c i ó n , m á s e l

n ú m e r o d e l a p o s i c i ó n a l c u a d r a d o ': L a c u a l s e u t i l iz a p a ra d a r r e s p u e s ta a la ta r e a in m e d ia ta m e n te a n te r io r , e s d e c ir ,

q u e l a c a n t i d a d d e p u n t o s r e q u e r i d a p a r a c o n s t r u i r e l o c t a e d r o d e l a p o s i c i ó n 2 4 - 0 2 4 - e s e l d o b l e d e l a s u m a d e l o s

n - I n ú m e r o s c u a d r a d o s m á s n 2
, s i e n d o n l a p o s i c i ó n .

¿ S e rá q u e sí?... ¡V e r i f iq u e m o s la c o n je tu r a !

L u e g o d e e s to , s e v e r i f ic a la c o n je tu r a c a lc u la n d o la c a n t id a d d e p u n to s p a ra e l o c ta e d ro d e la p o s ic ió n 5 -05- Y

c o m p a ra n d o c o n la in fo rm a c ió n d a d a , p a ra lo q u e s e t ie n e :

C o m o s e " c o m p ru e b a " q u e la c o n je tu r a s e p u e d e a p l ic a r y e s v á l id a p a ra e s ta p o s ic ió n , s e c a lc u la la c a n t id a d d e

p u n to s to ta le s p a ra o t r a p o s ic ió n ( - ° 2 4 - ) c o n e l f in d e te n e r m á s e v id e n c ia s , y u n p o c o m á s d e s e g u r id a d e n re la c ió n

c o n q u e la c o n je tu r a p la n te a d a e s v á l id a .

A h o ra . . . p a r a to d o s . . . G e n e ra l iz a r

A p a r t i r d e lo h e c h o h a s ta e l m o m e n to s e p ro c e d e a g e n e r a l i z a r , b u s c a n d o d a r r e s p u e s ta a la T a re a A , c o n e l f in

d e d e te rm in a r , i c u á n t o s p u n t o s s e r e q u i e r e n p a r a c o n s t r u i r e l o c t a e d r o d e l a p o s i c i ó n n - O n - ? ' L a g e n e ra l iz a c ió n s e

d e s c r ib e a s í :

E n u n c ia n .d o M o d e lo

L a c a n t id a d d e p u n to s r e q u e r id a e n

c a d a p o s ic ió n e s e l d o b le d e la s u m a

d e lo s ( n - I ) p r im e ro s n ú m e ro s

c u a d ra d o s m á s e l c u a d ra d o d e la

p o s ic ió n .

P a ra s im p l i f ic a r la e x p re s ió n o b te n id a a n te r io rm e n te , y a q u e lo s c á lc u lo s , c u a n d o n to m a u n v a lo r m u y g ra n d e ,

s o n d if í c i le s d e re a l iz a r , s e s u s t i tu y e la s u m a d e lo s p r im e ro s n n ú m e ro s n a tu r a le s a l c u a d ra d o p o r e l m o d e lo q u e la

r e p re s e n ta s , lo q u e fa c i l i ta r á e l t r a b a jo p a ra d a r s o lu c ió n a la ta r e a p r in c ip a l .

S e g u id o d e la s u s t i tu c ió n , a l r e a l iz a r u n p ro c e d im ie n to a lg e b ra ic o , s e p u e d e o b te n e r la s ig u ie n te e x p re s ió n q u e

p e rm ite c a lc u la r c o n m a y o r fa c i l id a d la c a n t id a d d e p u n to s to ta le s d e u n o c ta e d ro p a ra c u a lq u ie r v a lo r d e n .

S e g u n d a ta r e a . . . a ú n m á s s e n c i l la

C o n la in fo rm a c ió n y a c o n s o l id a d a e n re la c ió n c o n la c a n t id a d d e p u n to s n e c e s a r io s p a ra la c o n s t r u c c ió n d e

lo s r e s p e c t iv o s o c ta e d ro s , s e p la n te a u n a s e g u n d a ta r e a , q u e c o n t r ib u ir á a la s o lu c ió n d e l p r o b le m a in ic ia l - ta r e a

g e n e ra l- . E s ta t ie n e c o m o p ro p ó s ito h a l la r u n a e x p re s ió n m a te m á t ic a q u e p e rm ita r e p re s e n ta r la c a n t id a d d e

p u n to s n e c e s a r io s p a ra la c o n s t r u c c ió n d e u n o d e lo s te t r a e d ro s , y a q u e c o n e s ta in fo rm a c ió n p o s te r io rm e n te

s e h a d e m u lt ip l ic a r p o r o c h o , q u e e s la c a n t id a d d e te t r a e d ro s q u e c o n fo rm a la e s t r e l la o c ta n g u la r . L a ta r e a s e

d e s c r ib e a c o n t in u a c ió n .
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Tarea B. Tetraedros:AA tendiendo a la secuencia , determ inar el núm ero de puntos necesarios para armar el

tetraedro de la posición n -Ten-GFEDCBA

I m a g e n

C a n t id a d d e

p u n t o s t o t a l e s
?ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 0 2 6 0 04 1 0 3 5

P a ra a b o rd a r e s ta ta r e a s e p ro c e d e d e m a n e ra a n á lo g a a lo r e a l iz a d o c o n la ta r e a d e l o c ta e d r o . S e v i s u a l i z a la c a n -

t id a d d e p u n to s n e c e s a r io s p a r a o b te n e r c a d a u n o d e lo s te t r a e d r o s d e la s p r im e ra s t r e s p o s ic io n e s d e la s e c u e n c ia ,

c a r a c te r iz a n d o la fo rm a d e c o n s t r u c c ió n d e e s to s a p a r t i r d e la a c c ió n d e adicionar p u n to s a la p o s ic ió n a n te r io r .

P o s ic ió n I m a g e n V is u a l i z a c ió n

S e o b s e r v a q u e e l in ic io d e la s e c u e n c ia s e d a c o n " p u n to " . *

S e c o n s t r u y e e l te t r a e d r o d e la p o s ic ió n T e 2 u t i l iz a n d o t r e s p u n to s m á s , ta l q u e - q u e d e n

d is p u e s to s e n fo rm a t r ia n g u la r d e b a jo ( c o m o b a s e ) d e l p u n to d e la p o s ic ió n T e 1

A h o ra , s e c o n s t r u y e e l s ig u ie n te te t r a e d r o - T e 3 - u t i l iz a n d o s e is p u n to s m á s , ta l q u e

q u e d e n d is p u e s to s c o m o b a s e d e fo rm a t r ia n g u la r e q u i lá te r a , b a jo lo s p u n to s d e la

p o s ic ió n a n te r io r T e 2 .

* D icho punto , representa el núm ero 1 como prim er núm ero de una secuencia .BA

C o n u s t e d e s . . . i l o s t r i a n g u la r e s !

T e n ie n d o e s ta d e s c r ip c ió n s e p ro p o n e re to m a r ( e n c a s o d e y a h a b e r t r a b a ja d o c o n e s te t ip o d e n ú m e ro s ) o fo r -

m u la r u n m o d e lo m a te m á t ic o a t r a v é s d e l c u a l s e c o m u n iq u e la c a n t id a d d e p u n to s a d ic io n a le s q u e s e r e q u ie r e n

p a ra c o n s t r u ir e l te t r a e d r o e n u n a p o s ic ió n n. E s ta ta r e a c o n d e n s a la s m is m a s a c t iv id a d e s m a te m á t ic a s m e n c io n a d a s

e n e s te a r t í c u lo , lo q u e c o n l le v a a c o n s t r u ir la e x p r e s ió n g e n e ra l d e lo s n ú m e ro s t r ia n g u la r e s , lo s c u a le s m o d e la n e l

a s u n to e n c u e s t ió n . U n a b re v e p re s e n ta c ió n d e e l lo s s e d a e n la Im a g e n 5 , e n d o n d e s e in ic ia c o n la a c t iv id a d d e

v is u a l iz a c ió n d e u n a r r e g lo d e p u n to s p e r o o r g a n iz a d o s d e m a n e ra d i fe r e n te a lo e x p u e s to e n lo s te t r a e d r o s , s ie n d o

o t r o m o d e lo g r á f ic o p a r a lo s n ú m e ro s triangulares!".

N Ú M E R O S T R I A N G U L A R E S

P o s ic ió n T 1 T 2 T 3 T 4 T 5
E l n ú m e ro t r ia n g u la r d e la p o s ic ió n n s e fo rm a s u m a n -

N ú m e ro d e

d o n p u n to s a l t r ia n g u la r a n te r io r

p u n to s
1 3 6 1 0 1 5

T l+ 2 = T 2 T 2 + 3 = T 3 T 3 + 4 = T 4

1 + 2 1 + 2 + 3 1 + 2 + 3 + 4

E s t a b le c e u n p a t r ó n : p a ra o b te n e r e l n ú m e ro d e p u n to s d e l n ú m e ro t r ia n g u la r n s e d e b e n s u m a r

lo s n p r im e ro s n ú m e ro s n a tu r a le s .

I d e n t i f i c a r e g u la r id a d e s G e n e r a l i z a

_• • eeee • • • • • E l n ú m e ro d e

• • eeee • • • • • p u n to s r e q u e r i-

••• • • • • • d o p a ra c o n s -

eeee • • • • •
t r u i r e l n ú m e ro

t r ia n g u la r d e la

2 ( 1 )= 2 2 (1 + 2 )= 3 * 2 2 ( 1 + 2 + 3 )= 3 * 4 2 ( 1 + 2 + 3 )= 4 * 5 p o s ic ió n n e s

E s t a b le c e u n a c o n j e t u r a V e r i f i c a la c o n j e t u r a n(n + 1 )

E l d o b le d e la s u m a d e lo s n p r im e ro s n ú m e ro s n a tu r a - 2 * T s = 2 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 )= 5 * 6 2
le s e s ig u a l a l p r o d u c to n*(n+7) O s e a q u e 2Tn = n(n + 1 )

Im agen 5. Actividades matemáticas para un modelo sim bólico de los núm eros triangulares.
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te traedro
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L o d e s a
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e r o s ) o fo r -

s e r e q u ie r e n

e n c io n a d a s

m o d e la n e l

a c t iv id a d d e

ro s , s ie n d o

a l iz a

y Recursos

U s a n d o d ic h a g e n e r a l iz a c ió n s e c o m p r u e b a q u e p a r a c o n s t r u ir e l te t r a e d r o d e la p o s ic ió n 4 -T4- s e n e c e s i ta adicio-

nar e x a c ta m e n te 1 0 p u n to s .

C o n t in ú a n lo s . . . te t r a é d r ic o s

R e to r n a n d o la id e a p r in c ip a l d e e s ta s e g u n d a ta r e a , y u n a v e z g e n e r a l iz a d a la e x p r e s ió n p a r a lo s p u n to s a d ic io n a -

le s ( lo s t r ia n g u la r e s ) , s e a b o r d a n la s a c t iv id a d e s m a te m á t ic a s n e c e s a r ia s p a r a o b te n e r u n m o d e lo m a te m á t ic o q u e

r e p r e s e n te la c a n t id a d d e p u n to s totales d e lo s te t r a e d r o s p a r a c a d a u n a d e la s p o s ic io n e s .

P a r a c o n t in u a r c o n la ta r e a s e visualiza e l número de puntos de cada "capa" que constituyen un determinado

tetraedro y c o n e s ta in fo r m a c ió n , s e r e g is t r a n lo s d a to s c o n s e g u id o s c o n e l f in d e p o d e r id e n t i f ic a r u n a re g u -

la r id a d .

P o s ic ió n V is u a l iz a c ió n R e g u la r id a d e s T o ta l

1 1

T e
1

E l p r im e r te t r a e d r o s e _ 1 * 2 _ L n(n + 1 ) - L
1

c o m p o n e d e u n p u n to
1 - -2 - - 2 - Tn

n=l n=l

E l s e g u n d o s e c o m p o n e
2 2

T e
2

d e u n p u n to y t r e s m á s . 1 + 3 = 1 * 2 + 2 * 3 = L n(n + 1 ) = L T
4

P r im e r y s e g u n d o n ú m e r o 2 2 2 n

t r ia n g u la r
n=l n=l

L a s " c a p a s " d e l te r c e r
3 3

o

T e
3

t e t r a e d r o s e r e p r e s e n ta n 1 * 2 2 * 3 3 * 4 L n(n + 1 ) L
1 01 + 3 + 6 = - - + - - + - - = = Tn

p o r lo s t r e s p r im e r o s 2 2 2 2

t r ia n g u la r e s
n=l n=l

4 4

T e4

L o m is m o p e r o m á s e l 1 * 2 2 * 3 3 * 4 4 * 5 L n(n + 1 ) L
201 + 3 + 6 + 1 0 = - -+ - -+ - -+ - -= = Tn

c u a r to t r ia n g u la r 2 2 2 2 2
n=l n=l

R e c o n o c e r y e s ta b le c e r la r e g u la r id a d d e l c o m p o r ta m ie n to d e la c a n t id a d d e p u n to s to ta le s e n la s p r im e r a s c u a t r o

p o s ic io n e s p e r m ite d a r e l p a s o a fo rm u la r u n a c o n je tu ra : la cantidad de puntos totales que s e requieren para

construir el tetraedro de la posición n e s igual a la sumatoria de los primeros Ten números triangulares. C o m o e s

h a b i tu a l , lu e g o d e fo r m u la r la c o n je tu r a e s ta s e v e r i f ic a p a r a a lg u n o s c a s o s , p o r e je m p lo s e c a lc u la la c a n t id a d d e

p u n to s n e c e s a r io s p a r a c o n s t r u ir e l te t r a e d r o d e la p o s ic ió n c in c o - T e s - y la p o s ic ió n 2 4 - T e
2 4

- .

s

I
n(n + 1 ) 1

Tes = = - * [5 * (5 + 1 ) * (5 + 2 ) ] = 3 5
2 6

n=l

24

I
n(n + 1 ) 1

Te24 = = - * [2 4 * (2 4 + 1 ) * (2 4 + 2 ) ] = 2 6 0 0
2 6

n=l

U n a v e z h e c h a la v e r i f ic a c ió n s e p r o c e d e a g e n e ra l iz a r , lo c u a l p e r m ite a f i r m a r q u e la c a n t id a d d e p u n to s p a r a e l

te t r a e d r o d e la p o s ic ió n n c o r r e s p o n d e a la s u m a d e lo s p r im e r o s Tnn ú m e r o s t r ia n g u la r e s , lo c u a l s e p u e d e e x p r e s a r

c o m o :

n

_ ~ n(i + 1 ) _ n * (n + 1 ) * (n + 2 )

Ten - L . , 2 - 6

í=l

¡ P o r f in ! . . . la s o lu c ió n

L o d e s a r r o l la d o e n la T a re a A y e n la T a re a B a p o r ta lo s e le m e n to s p a r a la s o lu c ió n d e la ta r e a g e n e r a l . A n te s d e

p r e s e n ta r d ic h a s o lu c ió n , c a b e h a c e r u n r e s u m e n d e lo lo g r a d o h a s ta e l m o m e n to e n r e la c ió n c o n la s g e n e r a l id a d e s

fo r m u la d a s :

w w w .n o v e d u c .c o m N O V E D A D E S E D U C A T IV A S · N ° 2 9 2 • A b r i l 2 0 1 5 1 1



L a e s tre lla o c tá n g u la d e c u a lq u ie r p o s ic ro n

e s tá c om p u e s ta p o r u n o c ta e d ro y o c h o

te tra e d ro s .

L a e x p re s ió n a lg e b ra ic a p a ra la c a n t id a d d e

p u n to s to ta le s d e c u a lq u ie r o c ta e d ro e s :

L a e x p re s ió n a lg e b ra ic a p a ra la c a n t id a d d e

p u n to s re q u e r id o s e n la c o n s tru c c ió n d e u n

te tra e d ro e s :LKJIHGFEDCBA

1

= -n(2n2 + 1 )
3

n * e n + 1 ) * e n + 2 )

6

e l p e n s am ie

(M E N ,2 0 0 6

la ta re a p ro p -

a lg e b ra ic a , ~

n e s g e om é

e x p re s ió n 1 2 .

C o n b a s e e n e s to s d a to s , s e p u e d e e s ta b le c e r d e fo rm a general q u e la c a n t id a d d e p u n to s to ta le s p a ra c o n s tru ir

la e s tre lla d e K e p le r d e c u a lq u ie r p o s ic ió n , e s e q u iv a le n te a :

1 (n * (n - 1 ) * (n + 1 ) )
Oct.; = "3 n(2n

2
+ 1 ) + 8 * 6

A p lic a n d o a lg u n o s p ro c e d im ie n to s a lg e b ra ic o s s e p u e d e tra n s fo rm a r e s ta e x p re s ió n e n u n a m á s s e n c il la , q u e e s la

q u e tra d ic io n a lm e n te s e e n c u e n tra e n lo s te x to s :

Oct.; = n * (2n2
- 1 )

O t r o s c a m in o s , o t r a s i d e a s c o n lo s d e l c u b o e n e l q u e s e e n c u e n tra in s c r ito y d e la s

a r is ta s d e l p o lie d ro e s tre lla d o c o n la s d ia g o n a le s d e la s

c a ra s d e l c u b o ; o la c o n f ig u ra c ió n d e u n o c ta e d ro c om -

p u e s to d e d o s p irá m id e s d e b a s e c u a d ra d a u n id a s p o r

s u s b a s e s . S i la b a s e d e u n a d e e lla s e s u n c u a d ra d o d e

lo n g itu d n "p u n to s " , e l c u a d ra d o d e la b a s e d e la o tra

p irá m id e , te n d rá u n a lo n g itu d d e n-7 p u n to s . E s ta s c o n f i-

g u ra c io n e s d a n p a s o a d iv e rs o s c am in o s p a ra a b o rd a r la

tarea general y e n r iq u e c e n p ro c e s o s m a te m á t ic o s c om o

la a rg um e n ta c ió n , p u e s s e e s p e ra q u e e l p ro c e s o d e m o -

d e la c ió n a p a r t ir d e c u a lq u ie ra d e la s a n te r io re s v is u a l iz a -

c io n e s u o tra s q u e s u r ja n , d e s em b o q u e e n la e x p re s ió n

Oct.; = n * (2n2
- 1 ) , u n a v e z s e h a y a n im p le m e n ta -

d o s a lg u n o s p ro c e s o s a lg e b ra ic o s , lo c u a l c o n lle v a a q u e

lo s e s tu d ia n te s te n g a n la n e c e s id a d d e e x p lic a r -a rg u -

m e n ta r - s u s s o lu c io n e s y p ro c e d im ie n to s , d em o s tra n d o

a s í q u e d iv e rs a s e x p re s io n e s re p re s e n ta n u n a s o lu c ió n

p a ra la ta re a p la n te a d a .

D e o tra p a r te , a u n q u e a q u í s e p re s e n ta u n a p ro p u e s ta

p a ra d e s a r ro lla r a c t iv id a d e s m a te m á t ic a s u t i l iz a n d o lo s

n úm e ro s o c ta n g u la re s (n úm e ro s f ig u ra d o s tr id im e n s io -

n a le s ) , d ic h a s a c t iv id a d e s ta m b ié n s e p u e d e n v e r re f le ja -

d a s e n la c o n s tru c c ió n d e m o d e lo s m a te m á t ic o s p a ra lo s

n úm e ro s f ig u ra d o s b id im e n s io n a le s , c o m o fu e e l c a s o d e

lo s n úm e ro s tr ia n g u la re s y c om o p u e d e n s e r lo s n úm e -

ro s c u a d ra d o s y n úm e ro s p r im o s c u b a n o s 1 1 .

E s te t ip o d e a c t iv id a d e s p e rm ite n c o n ju g a r e l d e s a r ro -

l lo d e l p e n s am ie n to e s p a c ia l y s is te m a g e om é tr ic o c o n

Ideas y Recursos

N O T A S

l o

2 .

3 .

4 .

5 .

L o d e s a r ro lla d o e n la s lín e a s a n te r io re s m u e s tra q u e

la p r im e ra a c t iv id a d m a te m á t ic a q u e s e a b o rd a e n e s te y

m u c h o s o tro s t ip o s d e ta re a s a s o c ia d a s a l ro l d e l m a te -

m á t ic o , e s tá re la c io n a d a c o n la v is u a liz a c ió n ; p o r lo q u e

la v is u a liz a c ió n a q u í e x h ib id a p a ra la e s tre lla d e K e p le r

-o c ta e d ro y te tra e d ro s - , p o r s u p u e s to , n o e s la ú n ic a .

S in em b a rg o , la c a p a c id a d d e id e n t if ic a r v is u a lm e n te

c om p o n e n te s d ife re n te s , q u e a p o r te n a l d e s a r ro llo d e la

ta re a , d e p e n d e e n g ra n m e d id a d e la s im á g e n e s p re s e n -

ta d a s , y a q u e lo s c o lo re s y m a te r ia le s p u e d e n fa v o re c e r

u n a u o tra c o n f ig u ra c ió n . D e b id o a e llo , y p a ra e n r iq u e -

c e r e l t ra b a jo e n e l a u la d e c la s e s e h a c e u n a in v ita c ió n

a tra b a ja r c o n m a te r ia l c o n c re to (c o m o p o r e je m p lo ,

p la s t i l in a , ju e g o s d e le g o , p a p iro f le x ia , e tc .) q u e p e rm i-

ta n m o d e la r e l p o lie d ro e s tre lla d o p a ra la c o n c re c ió n d e

c o n c e p to s g e om é tr ic o s y e l d e s c u b r im ie n to d e n u e v a s

p ro p ie d a d e s q u e , s e g u ra m e n te , u n a d e s c r ip c ió n v e rb a l,

u n a re p re s e n ta c ió n g rá f ic a e n d o s d im e n s io n e s o u n a

e x p re s ió n s im b ó lic o -a lg e b ra ic a n o p e rm it ir ía e v id e n c ia r a

s im p le v is ta (A ls in a , B u rg u é s y F o r tu n y , 1 9 9 1 ) .

E l a b o rd a r la s re p re s e n ta c io n e s d e la e s tre lla d e K e p le r

a p a r t ir d e d ife re n te s m a te r ia le s , d e s em b o c a e n o tra s

c o n f ig u ra c io n e s ta le s c om o la d e d o s te tra e d ro s e n m a -

c la q u e s e e n c u e n tra n in s c r ito s e n u n c u b o . A p a r t ir d e

e s ta s e fa v o re c e la v is u a liz a c ió n d e la c a n t id a d d e v é r t i-

c e s , a r is ta s , la c o in c id e n c ia d e lo s v é r t ic e s d e la e s tre lla
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el caso de

el pensamiento numenco y sistemas de nurneracron

(MEN, 2006), lo cual abre un nuevo reto en relación con

la tarea propuesta, que consiste en partir de la expresión

algebraica, proponer la tarea de generar representacio-

nes geométricas que expliquen el significado de dicha

expresión 12
0 [l[l

N O T A S

1. Entendidos estos como un tipo particular de números figurados bi-

dimensionales "que se pueden representar como ensamble de un

polígono regular básico preservando la forma" (Luque, Mora y P á e z ,

2013, p. 196); algunos de los números poligonales más conocidos

son los triangulares, los cuadrados y los pentagonales.

2. La traducción al español que aquí se hace, es una adaptación de las

palabras en latínNMLKJIHGFEDCBAS t e l l a o c t a n q u l a , usadas por Kepler para este objeto

matemático, y de las cuales solo hay traducción de la primera, que

significa "estrella". Las palabras o c t a n g u l a r e s y o a á n q u l a no existen

en el idioma español, pero serán utilizadas a lo largo del documento,

ya que son el núcleo del tema que se tratará aquí.

3. Se usa la palabra punto(s), no desde la geometría, sino refiriendo a

cada una de las partículas de menor,tamaño, de forma esférica, que

sirven para construir un modelo tangible de la estrella de Kepler.

4. La propuesta se puede adaptar a diversos niveles de educación, aten-

diendo a la formación de los estudiantes en relación con este tipo de

actividades y los fundamentos matemáticos con los que cuenten. Las

tareas aquí formuladas se recomiendan para estudiantes de la edu-

cación media o superior (de los quince años en adelante).

5. Tarea formulada a partir de lo expuesto en N u m b e r U n i v e r s e (s/f).

6. Esferas pequeñas e imantadas que se encuentran en varios colores y

permiten la construcción de modelos de varios objetos físicos, entre

ellos, las estrellas octángulas.

7. En esta etapa de descripción aparecen asuntos relacionados con la

actividad de argumentar, sobre la cual se puede profundizar en Álva-

rez, et á l , (2014).

8. Al elegir este camino, se debe hallar una expresión general para la

cantidad de puntos adicionales. A dicha expresión se le debe dar

un tratamiento algebraico (poco evidente a primera vista) para que

aporte de forma relevante a establecer la fórmula general que permi-

te dar solución a la tarea planteada. Por lo que se considera un cami-

no algo complejo y poco atractivo de abordar en un primer intento

de resolver la tarea, mas sin embargo, dicho camino debe llevar al

mismo modelo matemático que representa este tipo de números.

9. La expresión ~n(n + 1)(2n + 1) representa los números piramidales

de base cuadrada y es el modelo que representa la suma de los n

primeros números naturales al cuadrado. Al sustituirlo en el enun-

ciado O n = 2 [ 1 2 + 2 2 - . . . + ( n - 1 ) 2 ] + n
2 se obtendrá la expresión

(n-1)(2n-l)n+3n2 que llevará a la fórmula de los números octaé-

dricos. 3

Para profundizar en lo anterior se recomienda consultar Conway y

Guy (1995), pp. 47-50.

10. Para profundizar en las actividades matemáticas y los procesos alge-

braicos inherentes a estos números poligonales, se recomienda con-

sultar Luque, Mora y Páez (2013).

11. El desarrollo de una secuencia de tareas para determinar la expresión

general de los números primos cubanos a través de las actividades

matemáticas descritas en el presente documento se puede encontrar

en Álvarez y Quintero (2011).

12. Wada la expresión Octn = n' (2n2
- 1), qué figura, representación

gráfica o cuerpo geométrico puede explicar lo que ella representa?
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