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Los octangulares y algunas
actividades matematicas

Ingrith Alvarez Alfonso y Diana Isabel Quintero Suica

Para comenzar

En el &mbito de la Educacién Matemética
los retos de ensefianza a los que se ve ex-
puesto el docente son cada vez mds exigen-
tes, a tal punto de asumir, implicita o expli-
citamente, la responsabilidad de aportar he-
rramientas, conceptuales, procedimentales
y actitudinales para que sus estudiantes se
perfilen como ciudadanos matematicamen-
te competentes, para lo cual se requiere,
entre otras cuestiones, el desarrollo del pen-
samiento matematico. Particularmente, en
Colombia, a partir de algunos lineamientos
(MEN 1998 y MEN 2006), se puede inter-

pretar que el aula de clase debe adoptar un’

ambiente en el cual los estudiantes asuman
tareas propias de los matematicos y a través
de ellas experimenten acciones relacionadas
con la construccion del conocimiento, por lo
que se hace hincapié en que se aborden
procesos generales relacionados con la acti-
vidad matematica, entre los que se pueden
encontrar, la resolucién de problemas, la
modelacién, el razonamiento, etcétera, de
tal forma que los estudiantes logren viven-
ciar actividades como visualizar, identificar,
organizar, categorizar, relacionar, comparar,
verbalizar, simbolizar, modelar, deducir, in-
ducir, generalizar, argumentar, verificar, pro-
bar, explicar, etcétera.

Buscar alternativas metodoldgicas que
concreten y materialicen estas recomen-

daciones ha generado el interés por llevar -

al aula de clase tareas que se consideran
propias de los mateméticos, y que han de
permitir abordar actividades matematicas
—actividades de los matemaéticos—, las cua-
les consisten en:

(...) estudiar los elementos que aparecen en
un determinado contexto con el propésito de
identificar y caracterizar comportamientos y
propiedades para abstraer estructuras, mode-
lar situaciones, aplicar estos modelos, y en la
medida de las posibilidades, si el contexto lo
permite, generar nuevas teorias o actualizar
las existentes de tal manera que se evidencie

la aplicabilidad de las mismas (Alvarez, Angel,
Carranza y Soler-Alvarez, 2014, p. 76).

Dichas actividades se pueden categorizar
en los procesos de conjeturar y argumentar,
tal y como lo proponen Alvarez et 4l. (2014).
Dentro del proceso de conjeturar se generan
acciones que estén ligadas a:

e La visualizacién de los objetos matemati-
cos, con el fin de identificar caracteristicas
y posibles relaciones que se pueden dar
entre ellas, esto basado en el conocimien-
to previo de quien aborda la tarea.

e La identificacion de patrones, relaciones,
propiedades, etc., permite decantar la infor-
macién obtenida a través de la visualizacién
e identificar lo que es relevante, y caracteriza
de manera particular al objeto de estudio.

* La formulacién de conjeturas es el mo-
mento en el que se comunica de manera
simboélica —ya sean simbolos matematicos
o los simbolos de la lengua escrita— las
regularidades identificadas, con el pro-
posito de proceder a la verificacién de la
conjetura, actividad bajo la cual se ha de
convencer a otros y a si mismo de que la
afirmacién puede llegar a ser ciento por
ciento verdadera, validdndola a través de
casos particulares.

e Por ultimo, la generalizacién y validacién
de la conjetura implica un nivel superior
en la actividad matematica, pues se re-
quiere comprender y aceptar que la afir-
macién propuesta —conjetura—, aunque
es vélida para casos particulares, debe ser
fiable para cualquier caso, asumiendo asf
el caracter de regla, lo cual no implica un
proceso formal de demostracion, pero si
una argumentacion lo suficientemente
consistente para proceder posteriormen-
te, si el caso lo amerita, a la demostracién
de la conjetura.

Asi, siguiendo a Alvarez et 4l. (2014), las
actividades anteriormente descritas estruc-
turan y consolidan el proceso matematico
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Imagen 1. Elementos bdsicos de la construccién de modelos, tomada de MEN, 1998.

de conjeturar, y si se logra que en las aulas de mate-
maticas de los diversos niveles académicos los estu-
diantes se acerquen a este tipo de actividades a través
de propuestas de ensefianza enfocadas en la solucién
de problemas, se estard aportando al desarrollo de su
pensamiento matematico, pues de manera especifica, la
actividad de formular conjeturas se articula de manera
directa con el proceso general de modelacién, el cual
esta asociado con la accién de generar un modelo mate-
maético —conjunto de simbolos y relaciones matematicas
(Biembengut, s/f)— que permite expresar la interrelacion
entre el mundo real —objeto de estudio- y las matemati-
cas (MEN 1998, MEN 2006), modelo que se ha de poner
a prueba llevandolo de regreso al mundo real a través de
la actividad de validacién (Imagen 1).

Para emprender el trabajo en el aula de clase con este
tipo de actividades y procesos, se propone salir de la ru-
tina y un poco de la tradicion de abordar nimeros po-
ligonales!, por lo que se presenta una tarea relacionada
con numeros poliédricos o figurados tridimensionales,
los cuales se pueden modelar fisicamente apilando re-
presentaciones de un niimero poligonal (Conway y Guy,
1995). Una muestra de este tipo de niimeros son los que
se pueden representar por medio de la construccién de
poliedros regulares, como es el caso de los octaédricos
o los tetraédricos; o los representados por poliedros es-
trellados, como es el caso de los nimeros octangulares?.

Los niimeros octangulares o de la estrella octangula, se
consideran como una sucesion de nimeros que se carac-
teriza por representar la cantidad de “puntos” necesarios
para construir un poliedro estrellado no convexo, que se
encuentra compuesto por dos tetraedros en macla inscri-
tos en un cubo, de tal forma que las aristas de la estrella
corresponden a las diagonales de las caras del cubo y los
vértices de esta coinciden con los del mismo cubo. Dicho
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poliedro platénico dual, segun lo registra Guillen (1997),
fue nombrado por Pacioli como Octaedron elevatum y
redescubierto por Johannes Kepler (1571-1630) en 1609,
quien se dedicé a estudiarlo y lo renombré como Stella
octangula (palabras en latin), también conocido como la
estrella de Kepler (Imagen 2).

Imagen 2. Estrella de Kepler.

Ahora si... ia trabajar!

Esta propuesta lleva al aula de mateméticas? una al-
ternativa metodoldgica que parte de la formulaciéon de
situaciones problema dentro del contexto propio de las
matematicas y que integra el pensamiento numérico y
sistemas numéricos con el pensamiento espacial y siste-
mas geométricos (MEN, 1998), aportando al desarrollo
del pensamiento matematico a través de los procesos
generales de la modelacion, la comunicacién y la resolu-
cion de problemas. Asi, se propone trabajar con la estre-
lla de Kepler, como objeto de estudio a través del cual, y
resolviendo tareas, se abordaran algunas de las activida-
des matematicas mencionadas en lineas anteriores.
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Consigna:

Teniendo en cuenta la anterior secuencia, determinar el nimero de “puntos” necesarios para armar la estre-
lla de Kepler de la posicién n -Pn-. {Qué caracteriza a la cantidad de puntos (dichos ndmeros) requeridos para
la respectiva construccién?

De acuerdo con las caracteristicas del grupo de estudiantes con el que se esté trabajando, es viable que antes
de presentar el enunciado de la tarea® —situacién problema-, se trabaje con material manipulativo que permita
la construccion fisica de algunas de las estrellas y sino de todas las que se presentan en la secuencia, para ello
se recomiendan los nanodots®, el origami, la plastilina, entre otros (Imagen 3).

Imagen 3. Estrella de Kepler construida en diversos materiales.

Veo, veo... iqué veo? -visualizar-

Para dar paso a la solucion de la tarea, se propone hacer especial énfasis en la actividad de visualizar los elementos
que componen las estrellas octangulares. Aunque se reconoce y considera variedad de elementos (vértices, aristas,
caras, pirdmides, cubos, etc.), la idea aqui desarrollada se fundamenta en la experiencia de un estudiante al enfren-
tarse a la tarea, quien en esta primera parte del proceso de visualizar, identificé un octaedro y ocho tetraedros, uno
en cada una de las caras del octaedro (Imagen 4).

Ne00¢

Imagen 4. Visualizacién de elementos que componen la estrella de Kepler.

Una primera tarea... mas sencilla

Con base en lo anterior, la tarea general se subdivide en dos tareas particulares. Esta primera tiene como finalidad
establecer un modelo matemaético para los niimeros que caracterizan la cantidad de puntos necesarios en la cons-
truccion del octaedro visualizado en la actividad anterior. Dicha tarea se formula asi:

www.noveduc.com
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Tarea A. Octaedro: Teniendo en cuenta lo visualizado, determinar el nimero de “puntos” necesarios para A pronunt

armar el octaedro de la posicién n -O,-

Con estas
primeras pos
posmon se a

A aimero de la
- la cantlda
I ndmeros ¢
0, 0, O O % Pas o erd que s
§Cantidad de , =
 puntos en cada 1 6 19 34 85 9224 ?
posicién ‘ Luego de ¢
‘ comparando
Otra vez, ives? -visualizar-

Nuevamente, se identifica que de manera instintiva el estudiante pone en practica la actividad matemaética de vi- ;
sualizar, mediante la cual identifica la cantidad de puntos necesarios para construir los octaedros de las primeras tres Como se
posiciones, describiendo? dicha cantidad a partir de la accién de adicionar puntos a la figura de la posicién anterior, puntos totale
ubicandolos en arreglos cuadrados “debajo” de la base cuadrada de mayor tamario. con que la c

0, Se observa el inicio de la secuencia. Hay un “punto”. Ahora... pé
En la construccion del octaedro de la posicion dos -0, se utilizan cinco “puntos” mas A partir de
0, que en la posicién uno -0, -, tal que cuatro quedan dispuestos en forma cuadrada de- de determinz

describe asi:

bajo del punto de la posicién anterior, y el “punto” adicional debajo de estos cuatro.

Para el octaedro de la posicién —O5— se observa que se usan trece “puntos” adiciona-
les a los de la posicién —-O,—, de tal forma que bajo los cuatro “puntos” que forman
05 el cuadrado de la posicién —0,— se encuentren nueve “puntos”, y bajo estos nueve,
los cuatro restantes, teniendo en cuenta que cada nuevo conjunto de “puntos” estéd
dispuesto en forma cuadrada.

Cabe anotar que aunque se describe lo observado atendiendo a la cantidad de puntos que se afiadian a la posi-
cioén anterior y su disposicion para la construccion del objeto8, en adelante se trabaja con la cantidad de puntos tota-
les que componen el cuerpo geométrico de cada posicién; a partir de lo cual se ilustra uno de los posibles caminos
a seguir.

Para simpli
son dificiles ¢
representa®, |
Seguido de
permite calcu

{Co6mo se comportan?... regularidades, patrones

Con los insumos que provee la actividad de visualizar y antes de intentar modelar una expresién que indique la
cantidad de puntos necesarios para la posicién -O,-, se propone determinar la cantidad de “puntos” que se nece-
sitan en la posicién -0,,~. En este momento se induce al estudiante a reconocer caracteristicas en relacién con la
cantidad de puntos que se han ido adicionando y el total de estos, para cada una de las posiciones estudiadas hasta
el momento, lo que lo lleva a descomponer dicha cantidad en sumandos, y reescribirla en varias ocasiones, segun se
observa en la siguiente tabla.

0, o 0, 0,
Segunda té
1 6 19 34
1 145 1+5+13 1+5+13+25 Con la info
los respective
eformulacién #1 1 1+1+4 1+1+4+4+9 1+1+4+4+9+9+16 general. Est
Reformulacién ; 1 124+12+22 124+12+22+22+32 124+12+22+22432432442 puntos neces
A T TN ST se ha de mul
1 2[12]+2 2[12+22]+3 2[124+22+32]+4 e cribe ol
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A pronunciarse... Formular conjeturas

Con estas formas de reescribir la cantidad total de puntos que conforma cada uno de los octaedros de las cuatro
primeras posiciones, a través de sumandos y potencias, la regularidad expresada es: “la cantidad de puntos en una
posicién se conforma de duplas de nimeros naturales al cuadrado en una unidad anterior a la posicién, mds el
nudmero de la posicién al cuadrado”. La cual se utiliza para dar respuesta a la tarea inmediatamente anterior, es decir,
que /a cantidad de puntos requerida para construir el octaedro de la posicién 24 -0, ,- es el doble de la suma de los
n-1 ndmeros cuadrados mds n?, siendo n la posicion.

éSera que si?... iVerifiqguemos la conjetura!

Luego de esto, se verifica la conjetura calculando la cantidad de puntos para el octaedro de la posicién 5 -O5-y
comparando con la informacion dada, para lo que se tiene:

05 = 2[12+22+32+4?]4+52 =85

Como se “comprueba” que la conjetura se puede aplicar y es valida para esta posicion, se calcula la cantidad de
puntos totales para otra posicion (-0,,-) con el fin de tener més evidencias, y un poco més de seguridad en relacién
con que la conjetura planteada es vélida.

0,,=2[12422+32+... +232]+242 = 9224

Ahora... para todos... Generalizar

A partir de lo hecho hasta el momento se procede a generalizar, buscando dar respuesta a la Tarea A, con el fin
de determinar, {cudntos puntos se requieren para construir el octaedro de la posicién n -O,-?. La generalizacion se
describe asi:

La cantidad de puntos requerida en

cada posicién es el doble de la suma
de los (n-1) primeros numeros
cuadrados més el cuadrado de la
posicion.

O,.=2[124+22+... +(n-1)?]+ n?

Para simplificar la expresién obtenida anteriormente, ya que los célculos, cuando n toma un valor muy grande,
son dificiles de realizar, se sustituye la suma de los primeros n nimeros naturales al cuadrado por el modelo que la
representa?®, lo que facilitara el trabajo para dar solucién a la tarea principal.

Seguido de la sustitucidn, al realizar un procedimiento algebraico, se puede obtener la siguiente expresion que
permite calcular con mayor facilidad la cantidad de puntos totales de un octaedro para cualquier valor de n.

il
0y = §n(2n2 + 1)

Segunda tarea... alin mas sencilla

Con la informacién ya consolidada en relaciéon con la cantidad de puntos necesarios para la construcciéon de
los respectivos octaedros, se plantea una segunda tarea, que contribuiré a la solucion del problema inicial -tarea
general—. Esta tiene como propdsito hallar una expresion matematica que permita representar la cantidad de
puntos necesarios para la construccion de uno de los tetraedros, ya que con esta informacién posteriormente
se ha de multiplicar por ocho, que es la cantidad de tetraedros que conforma la estrella octangular. La tarea se
describe a continuacion.
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Tarea B. Tetraedros: Atendiendo a la secuencia, determinar el nimero de puntos necesarios para armar el
tetraedro de la posicién n -Te,-

Te, Te, Te; Te, Tes 1 Te,, s Te,

antidad de

puntos tdtalés 1 4 10 20 35 2600 ?

Para abordar esta tarea se procede de manera anéloga a lo realizado con la tarea del octaedro. Se visualiza la can-
tidad de puntos necesarios para obtener cada uno de los tetraedros de las primeras tres posiciones de la secuencia,
caracterizando la forma de construccién de estos a partir de la accion de adicionar puntos a la posicién anterior.

Se observa que el inicio de la secuencia se da con “punto”. *

Se construye el tetraedro de la posicidn Te, utilizando tres puntos més, tal que queden
dispuestos en forma triangular debajo (como base) del punto de la posicion Te,

Ahora, se construye el siguiente tetraedro —Te;— utilizando seis puntos més, tal que
Teg queden dispuestos como base de forma triangular equilatera, bajo los puntos de la
posicién anterior Te,.

* Dicho punto, representa el nimero 1 como primer nimero de una secuencia.

Con ustedes... ilos triangulares!

Teniendo esta descripcion se propone retomar (en caso de ya haber trabajado con este tipo de niimeros) o for-
mular un modelo matematico a través del cual se comunique la cantidad de puntos adicionales que se requieren
para construir el tetraedro en una posicion n. Esta tarea condensa las mismas actividades mateméticas mencionadas
en este articulo, lo que conlleva a construir la expresion general de los numeros triangulares, los cuales modelan el
asunto en cuestion. Una breve presentacion de ellos se da en la Imagen 5, en donde se inicia con la actividad de
visualizacion de un arreglo de puntos pero organizados de manera diferente a lo expuesto en los tetraedros, siendo
otro modelo gréfico para los nimeros triangulares©.

NUMEROS TRIANGULARES

PasIEiEH T ] 13| 14 | T5 El nimero triangular de la posicién n se forma suman-
- do n puntos al triangular anterior

Numero de 1 3 6 10 15

puntos T,+2=T, T,+3=T; T;+4=T,

1+2 1+2+3 1+2+3+4

Establece un patrén: para obtener el nimero de puntos del numero triangular n se deben sumar
los n primeros nimeros naturales.

Identifica regularidades Generaliza

El niimero de
puntos requeri-

00
e
@.. do para cons-
=Y 1 I 1] truir el nimero

triangular de la

L 2
GH®

2(1)=2 2(142)=3*2 2(1+2+3)=3*4 2(1+2+3)=4*5 | posicionn es
Establece una conjetura Verifica la conjetura n(n+1)
El doble de la suma de los n primeros nimeros natura- 2*Ty =2(1+2+3+4+5)=5%6 2
les es igual al producto n*(n+1) 0 sea que 2T, =n(n + 1)

Imagen 5. Actividades matemdticas para un modelo simbdlico de los numeros triangulares.
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¥ Recursos

Usando dicha generalizacién se comprueba que para construir el tetraedro de la posicion 4 -T,- se necesita adicio-
nar exactamente 10 puntos.

Contintian los... tetraédricos

Retomando la idea principal de esta segunda tarea, y una vez generalizada la expresion para los puntos adiciona-
les (los triangulares), se abordan las actividades matematicas necesarias para obtener un modelo matematico que
represente la cantidad de puntos totales de los tetraedros para cada una de las posiciones.

Para continuar con la tarea se visualiza el nimero de puntos de cada “capa” que constituyen un determinado
tetraedro y con esta informacion, se registran los datos conseguidos con el fin de poder identificar una regu-
laridad.

Posicion Visualizacién Regularidades - Total
4 1
- El primer tetraedro se Ll Z nn+1) Z T :
! compone de un punto 2 L2 o
El segundo se compone 3 5
Te de un punto y tres mas. 1+3=1*2+2*3=Zn(n+1)=ZT "
e Primery segundo nimero 2 2 ~ 2 - n
triangular e 3
Las “capas” del tercer § 5
Te tetraedro se representan 1+3+6=1*2+2*3+3*4=Zn(n+1)=zT 10
3 por los tres primeros 2 2 2 L 2 L n
triangulares - -
4 4
Lo mismo pero maés el 1x2 2%3 3x4 45 Zn(n-"l) z
. 1+3+6+10= + + + = = T
Tes cuarto triangular 2 2 2 2 — 2 e n | 20

Reconocer y establecer la regularidad del comportamiento de la cantidad de puntos totales en las primeras cuatro
posiciones permite dar el paso a formular una conjetura: /a cantidad de puntos totales que se requieren para
construir el tetraedro de la posicién n es igual a la sumatoria de los primeros Te,, nimeros triangulares. Como es
habitual, luego de formular la conjetura esta se verifica para algunos casos, por ejemplo se calcula la cantidad de
puntos necesarios para construir el tetraedro de la posicién cinco -Tes- y la posicion 24 -Te,,-.

5

Iy 1
Tes=Z@=g*[s*(s+1)*(5+z)]=35

n=1
S +1) 1
nn
Tey, = E S = ok [24% (24 + 1) * (24 + 2)] = 2600

Una vez hecha la verificacién se procede a generalizar, lo cual permite afirmar que la cantidad de puntos para el
tetraedro de la posicion n corresponde a la suma de los primeros 7, nimeros triangulares, lo cual se puede expresar
como: '

n

On+1) nx(n+D*(n+2)
Te”_z 2 6

i=1

iPor finl... La solucion

Lo desarrollado en la Tarea A y en la Tarea B aporta los elementos para la solucion de la tarea general. Antes de
presentar dicha solucién, cabe hacer un resumen de lo logrado hasta el momento en relacion con las generalidades
formuladas:
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La estrella octangula de cualquier posicion
estda compuesta por un octaedro y ocho
tetraedros.

La expresion algebraica para la cantidad de
puntos totales de cualquier octaedro es:

1
n(2n® + 1)

0n='3'

La expresién algebraica para la cantidad de
puntos requeridos en la construcciéon de un
tetraedro es:

_nx(m+1)x(n+2)

Lgy, 6

Con base en estos datos, se puede establecer de forma general que la cantidad de puntos totales para construir
la estrella de Kepler de cualquier posicion, es equivalente a:

1
Oct, = §n(2n2 + 1)+ 8= (

n*(n—l)*(n+1))
6

Aplicando algunos procedimientos algebraicos se puede transformar esta expresion en una mas sencilla, que es la

que tradicionalmente se encuentra en los textos:

Oct, =n* (2n*>—1)

Otros caminos, otras ideas

Lo desarrollado en las lineas anteriores muestra que
la primera actividad matemética que se aborda en este y
muchos otros tipos de tareas asociadas al rol del mate-
maético, estd relacionada con la visualizacién; por lo que
la visualizacion aqui exhibida para la estrella de Kepler
—octaedro y tetraedros—, por supuesto, no es la Unica.
Sin embargo, la capacidad de identificar visualmente
componentes diferentes, que aporten al desarrollo de la
tarea, depende en gran medida de las iméagenes presen-
tadas, ya que los colores y materiales pueden favorecer
una u otra configuracién. Debido a ello, y para enrique-
cer el trabajo en el aula de clase se hace una invitacién
a trabajar con material concreto (como por ejemplo,
plastilina, juegos de lego, papiroflexia, etc.) que permi-
tan modelar el poliedro estrellado para la concrecién de
conceptos geométricos y el descubrimiento de nuevas
propiedades que, seguramente, una descripcion verbal,
una representacion grafica en dos dimensiones o una
expresion simbolico-algebraica no permitiria evidenciar a
simple vista (Alsina, Burgués y Fortuny, 1991).

El abordar las representaciones de la estrella de Kepler
a partir de diferentes materiales, desemboca en otras
configuraciones tales como la de dos tetraedros en ma-
cla que se encuentran inscritos en un cubo. A partir de
esta se favorece la visualizacion de la cantidad de vérti-
ces, aristas, la coincidencia de los vértices de la estrella
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con los del cubo en el que se encuentra inscrito y de las
aristas del poliedro estrellado con las diagonales de las
caras del cubo; o la configuracién de un octaedro com-
puesto de dos pirdmides de base cuadrada unidas por
sus bases. Si la base de una de ellas es un cuadrado de
longitud n “puntos”, el cuadrado de la base de la otra
pirdmide, tendrd una longitud de n-7 puntos. Estas confi-
guraciones dan paso a diversos caminos para abordar la
tarea general y enriquecen procesos matematicos como
la argumentacion, pues se espera que el proceso de mo-
delacion a partir de cualquiera de las anteriores visualiza-
ciones u otras que surjan, desemboque en la expresion
Oct, = nx (2n? — 1), una vez se hayan implementa-
dos algunos procesos algebraicos, lo cual conlleva a que
los estudiantes tengan la necesidad de explicar —argu-
mentar- sus soluciones y procedimientos, demostrando
asi que diversas expresiones representan una solucién
para la tarea planteada.

De otra parte, aunque aqui se presenta una propuesta
para desarrollar actividades matemaéticas utilizando los
numeros octangulares (ntimeros figurados tridimensio-
nales), dichas actividades también se pueden ver refleja-
das en la construccion de modelos matematicos para los
numeros figurados bidimensionales, como fue el caso de
los niimeros triangulares y como pueden ser los nime-
ros cuadrados y nimeros primos cubanos’'.

Este tipo de actividades permiten conjugar el desarro-
llo del pensamiento espacial y sistema geométrico con
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el pensamiento numérico y sistemas de numeracién
(MEN, 2006), lo cual abre un nuevo reto en relacién con
la tarea propuesta, que consiste en partir de la expresion
algebraica, proponer la tarea de generar representacio-
nes geométricas que expliquen el significado de dicha
expresion'2. [@

Noras

1. Entendidos estos como un tipo particular de nimeros figurados bi-
dimensionales “que se pueden representar como ensamble de un
poligono regular bésico preservando la forma” (Luque, Mora y Péez,
2013, p. 196); algunos de los nimeros poligonales més conocidos
son los triangulares, los cuadrados y los pentagonales.

2. La traduccidn al espafiol que aqui se hace, es una adaptacion de las
palabras en latin Stella octangula, usadas por Kepler para este objeto
matematico, y de las cuales solo hay traduccién de la primera, que
significa “estrella”. Las palabras octangulares y octdngula no existen
en el idioma espariol, pero serédn utilizadas a lo largo del documento,
ya que son el ntcleo del tema que se tratara aqui.

3. Se usa la palabra punto(s), no desde la geometria, sino refiriendo a
cada una de las particulas de menor-tamario, de forma esférica, que
sirven para construir un modelo tangible de la estrella de Kepler.

4. La propuesta se puede adaptar a diversos niveles de educacion, aten-
diendo a la formacion de los estudiantes en relacién con este tipo de
actividades y los fundamentos matematicos con los que cuenten. Las
tareas aqui formuladas se recomiendan para estudiantes de la edu-
cacién media o superior (de los quince afios en adelante).

5. Tarea formulada a partir de lo expuesto en Number Universe (s/f).

INFORMACION
ADICIONAL

6. Esferas pequefias e imantadas que se encuentran en varios colores y
permiten la construccién de modelos de varios objetos fisicos, entre
ellos, las estrellas octéangulas.

7. En esta etapa de descripcion aparecen asuntos relacionados con la
actividad de argumentar, sobre la cual se puede profundizar en Alva-
rez, et &l. (2014).

8. Al elegir este camino, se debe hallar una expresion general para la
cantidad de puntos adicionales. A dicha expresion se le debe dar
un tratamiento algebraico (poco evidente a primera vista) para que
aporte de forma relevante a establecer la férmula general que permi-
te dar solucién a la tarea planteada. Por lo que se considera un cami-
no algo complejo y poco atractivo de abordar en un primer intento
de resolver la tarea, mas sin embargo, dicho camino debe llevar al
mismo modelo matemético que representa este tipo de niimeros.

9. La expresi6n =n(n +1)(2n + 1) representa los nimeros piramidales
de base cuadrada y es el modelo que representa la suma de los n
primeros numeros naturales al cuadrado. Al sustituirlo en el enun-
ciado 0, =2[12+22- -+ (n-1)*]+n? se obtendrd la expresion
(n—-1)(2n-1)n+3n? que llevara a la férmula de los nimeros octaé-
dricos. 3
Para profundizar en lo anterior se recomienda consultar Conway y
Guy (1995), pp. 47-50.

10. Para profundizar en las actividades matemaéticas y los procesos alge-
braicos inherentes a estos nimeros poligonales, se recomienda con-
sultar Luque, Mora y Paez (2013).

11. El desarrollo de una secuencia de tareas para determinar la expresion
general de los niimeros primos cubanos a través de las actividades
matematicas descritas en el presente documento se puede encontrar
en Alvarez y Quintero (2011).

12. {Dada la expresién Oct, = n * (2n% — 1), qué figura, representacion
gréfica o cuerpo geométrico puede explicar lo que ella representa?
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